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相关系数平稳过程时频分析方法

傅惠民, 刘成瑞, 马小兵
(北京航空航天大学固体力学研究所,北京　100083)

摘要: 相关系数平稳过程是从非平稳过程中分离出的一类工程上常见且便于研究的随机过程,其均值和方差

都可随时间变化,传统的平稳随机过程是它的一个特例。本文提出了相关系数 A R (p ) ,M A (q)和A RM A (p ,

q)序列的概念,建立了相关系数平稳过程的时频分析方法。该方法首先在时域进行全程分析,得到相关系数平

稳过程的均值函数、方差函数和相关系数函数,然后可以对其进行傅里叶变换、短时傅里叶变换或小波变换,

给出相关系数平稳过程的谱密度,同时提出了随机项谱密度和趋势项谱密度的概念。文中还讨论了线性系统

对相关系数平稳过程输入的响应。
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Abstract: T he correlation coefficien t stationary p rocess in w h ich the m ean and variance vary

w ith tim e is fam iliar in engineering, and the traditional co rrelation function stationary p rocess is

just a special case of that. T he m ethod of tim e2frequency analysis and A R (p ) ,M A (q) and A R 2
M A (p , q) models of the correlation coefficien t stationary p rocess are p resen ted in th is paper. Its

m ean function, variance function and correlation coefficien t function can be gained by the m ethod

in tim e dom ain. T hus the spectrum density of the correlation coefficien t stationary p rocess can be

obtained by Fourier transfo rm , short2tim e Fourier transfo rm or w avelet transfo rm. T he fo rm ulas

fo r calculating the response of a linear system are derived w hen the input is a co rrelation coeffi2
cien t stationary signal. In addition, the concep ts of trend componen t spectrum density and ran2
dom componen t spectrum density in random p rocesses are also p resen ted herein. T he m ethod has

been used in the perfo rm ance tests of aircraft and satellite successfully. It show s that a great num 2
ber of specim ens and tim e have been saved.

Key words: random p rocess; stationary p rocess; co rrelation coefficien t stationary p rocess;
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1　引　言

　　工程实际中遇到的随机过程,其均值和方差

多数都随时间而变化,因此,无法用传统的平稳随

机过程理论解决。非平稳随机信号分析与处理长

期以来一直受到了国内外的重视,是当前学术界

研究的热点之一,但是至今尚未形成普遍适用的

理论方法[1～ 4 ]。文献[ 5 ]通过对大量随机过程实测

数据的分析研究,发现它们的相关函数虽然随时

间平移而变化,但是它们的相关系数函数基本上

不随时间平移而改变,由此提出了相关系数平稳

随机过程的概念。本文进一步建立了相关系数平

稳过程的时频分析方法,该方法首先充分发挥在

时域可以进行全程分析、信息量大的优点,确定相

关系数平稳过程的均值函数、方差函数和相关系

数函数。然后再对其进行傅里叶变换、短时傅里叶

变换或小波变换,给出相关系数平稳过程的谱密

度、随机项谱密度和趋势项谱密度。在性能测试

中,本文的时域分析方法只要测定一个样本函数

就能够对产品性能的均值和方差进行估计,在精

度相同的情况下与传统的成组试验法相比,可以

节省大量试验经费和时间。

2　相关系数平稳过程与传统平稳
　　　　过程的关系

　　文献[ 5 ]发现并提出了相关系数平稳过程的

概念,从一般的非平稳过程中分离出一类工程上

常见且又便于研究的随机过程。根据它的定义可

知,相关系数平稳过程的相关函数一般已不是单

变量的函数,但是其相关系数函数是单变量的函

数。传统平稳随机过程仅是相关系数平稳过程的

一个特例。下面给出两个重要的定理。

定理 1　设 X ( t)为相关系数平稳随机过程,

则 Y ( t) = {X ( t) - E [X ( t) ]}öI ( t)为相关函数平

稳随机过程, 其中V ar{X ( t) }= Ρ2
0 I

2 ( t) , Ρ0 为常

数。

定理 2　设 X ( t)为相关系数平稳随机过程,

f X (x 1, x 2, ⋯, x n; t1, t2, ⋯, tn )为它的 n 维概率密

度函数, f Y (y 1, y 2,⋯, y n; t1, t2,⋯, tn)是相关函数

平稳过程 Y ( t) = {X ( t) - E [X ( t) ]}öI ( t) 的 n 维

概率密度函数,那么下式成立

f X (x 1, x 2,⋯, x n; t1, t2,⋯, tn) =

f Y (y 1, y 2,⋯, y n; t1, t2,⋯, tn)
I ( t1) I ( t2)⋯I ( tn)

(1)

3　相关系数平稳正态过程时域
　　　　　分析方法

　　设 X ( t)为相关系数平稳正态过程,其均值、

方差和相关系数函数为:

E {X ( t) } = Λ(a , t) (2)

V ar{X ( t) } = Ρ2 (b, t) (3)

Θ(Σ) = Θ(c, Σ) (4)

式中: a = (a0, a1,⋯, ar)′, b= (b0, b1, ⋯, bs)′和 c

= (c0, c1,⋯, cq)′均为待定参数。其中Θ(c, 0)≡1。

均值 Λ(a , t) ,方差 Ρ2 (b, t)和相关系数 Θ(c, Σ)与参

数 a , b, c之间的函数关系可从所研究问题的物理

性质、理论推导、经验公式等多种渠道得到,也可

采用似然比检验。

3. 1　相关系数平稳正态过程的极大似然估计

　　设 x j i= x ( tj i) , i= 1, 2,⋯, n j 是来自第 j 个样

本函数的一组观测值,记 x j = (x j 1, x j2,⋯, x jn j
)′,

Λj = (Λj 1, Λj 2,⋯, Λjn j
)′,其中Λj i= Λ(a , tj i) , j = 1, 2,

⋯,m 。则参数 a , b, c的似然函数为:

L (a , b, c) = ∏
m

j = 1

(2Π) -
n j
2 V Θj

- 1
2 ×

∏
n j

i= 1

1
Ρj i

exp -
1
2

u′jV - 1
Θj u j (5)

式中 u j =
x j1- Λj 1

Ρj1
,

x j2- Λj2

Ρj2
,⋯,

x jn j
- Λjn j

Ρjn j

′

, Ρj i=

Ρ(b, tj i) , i= 1, 2,⋯, n j , j = 1, 2,⋯, m ; V Θj = {Θ(c,

tj k - tj l) }n j×n j
为 x j = (x j1, x j2,⋯, x jn j

)′的相关系数

矩阵。参数 a , b, c的极大似然估计可由下面诸式

求得:

5lnL (a , b, c)
5ak

= - ∑
m

j= 1
u′jV - 1

Θj
5u j

5ak
= 0　　

k = 0, 1,⋯, r (6)

5lnL (a , b, c)
5bk

= - ∑
m

j= 1
∑

n j

i= 1

1
Ρj i

5Ρj i

5bk
- 　　

∑
m

j = 1
u′jV - 1

Θj
5u j

5bk
= 0

k = 0, 1,⋯, s (7)

5lnL (a , b, c)
5ck

= -
1
2∑

m

j= 1

1
V Θj

5 V Θj

5ck
-

1
2∑

m

j= 1
u′j

5V - 1
Θj

5ck
u j = 0

k = 0, 1,⋯, q (8)
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　　对非线性方程组 (6)～ (8)进行数值求解时,如果采用拟牛顿迭代法、梯度法等传统计算方法,则往

往容易发散或收敛速度很慢,所以建议采用文献[ 6 ]中方法求解。

3. 2　工程中常见的情况

　　工程实际中常见的随机过程均值 Λ(a , t) ,标准差 Ρ(b, t)和相关系数 Θ(c, Σ)可以用下面诸式描述:

Λ(a , t) = a0Υ0 ( t) + a1Υ1 ( t) + ⋯ + arΥr ( t) (9)

Ρ(b, t) = b0Ω0 ( t) + b1Ω1 ( t) + ⋯ + bsΩs ( t) (10)

Θ(c, Σ) = exp (- c Σ ) (11)

式中 Υ0 ( t) = 1, Υk ( t) , k= 1, 2,⋯, r和 Ωk ( t) , k= 0, 1,⋯, s均为已知函数。则式 (5)～ (8)分别成为:

lnL (a , b, c) = -
ln (2Π)

2 ∑
m

j= 1
n j -

1
2∑

m

j= 1

(n j - 1) ln (1 - d 2
j ) - ∑

m

j = 1
∑

n j

i= 1
lnΡj i -

∑
m

j= 1

1
2 (1 - d 2

j ) ∑
n j

i= 1

x j i - Λj i

Ρj i

2

+ d 2
j∑

n j - 1

i= 2

x j i - Λj i

Ρj i

2

- 2d j∑
n j - 1

i= 1

(x j i - Λj i) (x j ( i+ 1) - Λj ( i+ 1) )
Ρj iΡj ( i+ 1)

(12)

a0 = xθ - ∑
r

i= 1
a iΥγi (13)

(a1, a2,⋯, ar)′= L - 1
aa L 0a (14)

5lnL (a , b, c)
5bk

= - ∑
m

j= 1
∑

n j

i= 1

Ωk ( tj i)
Ρj i

+ ∑
m

j= 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

(x j i - Λj i) 2Ωk ( tj i)
Ρ3

j i
+ d 2

j∑
n j - 1

i= 2

(x j i - Λj i) 2Ωk ( tj i)
Ρ3

j i
-

d j∑
n j - 1

i= 1

(x j i - Λj i) (x j ( i+ 1) - Λj ( i+ 1) )
Ρj iΡj ( i+ 1)

Ωk ( tj i)
Ρj i

+
Ωk ( tj ( i+ 1) )

Ρj ( i+ 1)
= 0

k = 0, 1,⋯, s (15)

5lnL (a , b, c)
5c

= - ∑
m

j= 1

(n j - 1) Σj d 2
j

1 - d 2
j

+ ∑
m

j= 1

Σj d 2
j

(1 - d 2
j ) 2 ∑

n j

i= 1

(x j i - Λj i) 2

Ρ2
j i

+

d 2
j∑

n j - 1

i= 2

(x j i - Λj i) 2

Ρ2
j i

- 2d j∑
n j - 1

i= 1

(x j i - Λj i) (x j ( i+ 1) - Λj ( i+ 1) )
Ρj iΡj ( i+ 1)

+

∑
m

j= 1

Σj d j

1 - d 2
j

d j∑
n j - 1

i= 2

(x j i - Λj i) 2

Ρ2
j i

- ∑
n j - 1

i= 1

(x j i - Λj i) (x j ( i+ 1) - Λj ( i+ 1) )
Ρj iΡj ( i+ 1)

= 0 (16)

式中:

L aa = ( lk l) r×r (17)

L 0a = ( l01, l02,⋯, l0r)′ (18)

lk l = ∑
m

j = 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

(Υk j i - Υγk) (Υlj i - Υγl)
Ρ2

j i
+ d 2

j∑
n j - 1

i= 2

(Υk j i - Υγk) (Υlj i - Υγl)
Ρ2

j i
-

d j∑
n j - 1

i= 1

(Υk j i - Υγk) (Υlj ( i+ 1) - Υγl) + (Υk j ( i+ 1) - Υγk) (Υlj i - Υγl)
Ρj iΡj ( i+ 1)

=

∑
m

j= 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

Υk j iΥlj i

Ρ2
j i

+ d 2
j∑

n j - 1

i= 2

Υk j iΥlj i

Ρ2
j i

- d j∑
n j - 1

i= 1

Υk j iΥlj ( i+ 1) + Υk j ( i+ 1) Υlj i

Ρj iΡj ( i+ 1)
- n′ΥγkΥγl

k, l = 1, 2,⋯, r (19)
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l0k = ∑
m

j= 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

(x j i - xθ) (Υk j i - Υγk)
Ρ2

j i
+ d 2

j∑
n j - 1

i= 2

(x j i - xθ) (Υk j i - Υγk)
Ρ2

j i
- 　

d j∑
n j - 1

i= 1

(x j ( i+ 1) - xθ) (Υk j i - Υγk) + (x j i - xθ) (Υk j ( i+ 1) - Υγk)
Ρj iΡj ( i+ 1)

=

∑
m

j= 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

x j iΥk j i

Ρ2
j i

+ d 2
j∑

n j - 1

i= 2

x j iΥk j i

Ρ2
j i

- d j∑
n j - 1

i= 1

x j ( i+ 1) Υk j i + x j iΥk j ( i+ 1)

Ρj iΡj ( i+ 1)
- n′xθΥγk

k = 1, 2,⋯, r (20)

xθ =
1
n′∑

m

j= 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

x j i

Ρ2
j i

+ d 2
j∑

n j - 1

i= 2

x j i

Ρ2
j i

- d j∑
n j - 1

i= 1

x j i + x j ( i+ 1)

Ρj iΡj ( i+ 1)
　 (21)

Υγk =
1
n′∑

m

j= 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

Υk j i

Ρ2
j i

+ d 2
j∑

n j - 1

i= 2

Υk j i

Ρ2
j i

- d j∑
n j - 1

i= 1

Υk j i + Υk j ( i+ 1)

Ρj iΡj ( i+ 1)

k = 1, 2,⋯, r (22)

n′= ∑
m

j = 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

1
Ρ2

j i
+ d 2

j∑
n j - 1

i= 2

1
Ρ2

j i
- 2d j∑

n j - 1

i= 1

1
Ρj iΡj ( i+ 1)
　 　 (23)

式中 Υk j i= Υk ( tj i) , d j = e
- c Σj , Σj是第 j 个样本函数的采样间隔, j = 1, 2,⋯, m 。当 bk= 0 , k= 1, 2,⋯, s

时,令 b0= Ρ , Ω0 ( t) = 1 ,则 (15)和 (16)可以化简为:

　Ρ2 =
1

∑
m

j= 1
n j

∑
m

j = 1

1
1 - d 2

j
∑

n j

i= 1

(x j i - Λj i) 2 + d 2
j∑

n j - 1

i= 2

(x j i - Λj i) 2 - 2d j∑
n j - 1

i= 1

(x j i - Λj i) (x j ( i+ 1) - Λj ( i+ 1) )

(24)

E (c) = - ∑
m

j= 1

(n j - 1) Σj d 2
j

1 - d 2
j

Ρ2 + ∑
m

j= 1

Σj d 2
j

(1 - d 2
j ) 2 ∑

n j

i= 1

(x j i - Λj i) 2+

d 2
j∑

n j - 1

i= 2

(x j i - Λj i) 2 - 2d j∑
n j - 1

i= 1

(x j i - Λj i) (x j ( i+ 1) - Λj ( i+ 1) ) +

∑
m

j= 1

Σj d j

1 - d 2
j

d j∑
n j - 1

i= 2

(x j i - Λj i) 2 - ∑
n j - 1

i= 1

(x j i - Λj i) (x j ( i+ 1) - Λj ( i+ 1) ) = 0 (25)

此时,由于式 (19)～ (23)中的 Ρj i= Ρ最终能够相
互消去,所以可直接令 Ρj i= 1。

4　相关系数平稳序列分析方法

定义 1　设 X ( t)为相关系数平稳过程, X =

(X 1, X 2,⋯, X n)′为它的一个时间序列,其中X i=

X ( ti) , ti= t0+ i∃ t, t0 和 ∃ t 分别为采样初始时刻

和采样间隔。若 Y= (Y 1, Y 2, ⋯, Y n )′为A R (p )、

M A (q)或A RM A (p , q)序列,其中 Y i= [X i- Λ(a ,

ti ) ]öI (b, ti) , i= 1, 2, ⋯, n , E {X ( t) }= Λ(a , t) ,

V ar{X ( t) }= Ρ2
0 I

2 (b, t) , Ρ0、a= (a0, a1,⋯, ar)′和 b

= (b0, b1,⋯, bs)′均为参数。则称X = (X 1, X 2,⋯,

X n )′为相关系数A R (p ) ,M A (q)或A RM A (p , q)

序列,此时也称X ( t)为相关系数A R (p ) ,M A (q)

或A RM A (p , q)过程。

下面将讨论相关系数A R (p )过程的均值 Λ
(a , t) , 方差 Ρ2

0 I
2 (b, t)和自相关系数 Θk的确定方

法, k= 1, 2,⋯。设 Y= (Y 1, Y 2,⋯, Y n)′为A R (p )

序列,则有:

　Y t = Γ1Y t- 1 + Γ2Y t- 2 + ⋯ + Γp Y t- p + Εt (26)

　　E [Εt Εt- k ] =
0　　　k ≠ 0

ΡΕ
2 　 　k = 0

　　 (27)

4. 1　相关系数A R (p )过程精确极大似然估计

　　设 x j i= x ( tj i) , tj i= tj0 + i∃ t, i= 1, 2, ⋯, n j 是

来自相关系数平稳正态过程 X ( t)的第 j 个样本

函数的一组观测值,记 x j = (x j1, x j 2,⋯, x jn j
)′,则

由定理 1可知, y j = (y j 1, y j 2,⋯, y jn j
)′为 Y ( t)的第

j 个相关函数平稳序列, 其中 y j i = [ x j i - Λ (a ,

tj i) ]öI (b, tj i)。若它们是A R (p )序列,则根据定理

2,参数 a , b, Γ和 ΡΕ的对数似然函数为:
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lnL (a , b, Γ, ΡΕ) = ∑
m

j= 1
-

n j

2
ln (2Π) - n j lnΡΕ +

1
2

ln V - 1
p -

1
2ΡΕ

2y′jpV - 1
p y jp - 　　

　　　　　　 1
2ΡΕ

2∑
n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) ) 2 - ∑
n j

i= 1
ln I (b, tj i) (28)

5lnL (a , b, Γ, ΡΕ)
5ak

= ∑
m

j= 1

-
1

ΡΕ
2y′jpV - 1

p
5y jp

5ak
-

1
ΡΕ

2∑
n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) )×

5y j i

5ak
- Γ1

5y j ( i- 1)

5ak
- ⋯ - Γp

5y j ( i- p )

5ak
= 0

k = 0, 1,⋯, r (29)

5lnL (a , b, Γ, ΡΕ)
5bk

= ∑
m

j = 1

-
1

ΡΕ
2y′jpV

- 1
p

5y jp

5bk
- ∑

n j

i= 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

- 　　　　　　　

1
ΡΕ

2∑
n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) )
5y j i

5bk
- Γ1

5y j ( i- 1)

5bk
- ⋯ - Γp

5y j ( i- p )

5bk
= 0

k = 0, 1,⋯, s (30)

5lnL (a , b, Γ, ΡΕ)
5Γk

=
m

2 V - 1
p

5 V - 1
p

5Γk
-

1
2ΡΕ

2∑
m

j= 1
y′jp

5V - 1
p

5Γk
y jp + 　　　　　　　　　　

1
ΡΕ

2∑
m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) ) y j ( i- k) = 0

k = 1, 2,⋯, p (31)

5lnL (a , b, Γ, ΡΕ)
5ΡΕ

= ∑
m

j= 1

-
n j

ΡΕ
+

1
ΡΕ

3y′jpV - 1
p y jp +

1
ΡΕ

3∑
n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) ) 2 = 0

(32)

式中: Γ= (Γ1, Γ2,⋯, Γp )′, y jp = (y j1, y j2,⋯, y jp )′,V
- 1
p = {v

- 1
ij }p×p , v

- 1
ij 由下式给出[1 ]:

　　　　　　　　　v - 1
ij = ∑

i- 1

l= 0
ΓlΓl+ j - i - ∑

p + i- j

l= p + 1- j

ΓlΓl+ j - i 　　　　　　　1 Φ i Φ j Φ p (33)

其中: Γ0= - 1。当 i> j 时,有 v
- 1
ij = v

- 1
j i 。

5 V - 1
p

5Γk
= ∑

p

i, j= 1
V - 1

ij
5v - 1

ij

5Γk
(34)

5V - 1
p

5Γk
=

5v - 1
ij

5Γk p×p

(35)

式中V
- 1
ij 为元素 v

- 1
ij 的代数余子式;当 iΦ j 时,

5v - 1
ij

5Γk
由下式计算:

5v - 1
ij

5Γk
= ∆(k Φ i - 1) Γk+ j - i + ∆( j - i Φ k Φ j - 1) Γk+ i- j -

∆(p + 1 - j Φ k Φ p + i - j ) Γk+ j - i - ∆(p + 1 - i Φ k Φ p ) Γk+ i- j (36)

当 i> j 时,有

5v - 1
ij

5Γk
=

5v - 1
j i

5Γk
(37)

其中 ∆[g (x ) ]被定义为: 当 g (x )成立时 ∆[g (x ) ]

= 1,否则 ∆[g (x ) ]= 0。
4. 2　相关系数A R (p )过程条件极大似然估计

　　精确极大似然估计较为繁琐,下面讨论易于

计算的条件极大似然估计。在每个样本前 p 个观
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测值为已知的条件下对数似然函数 (当样本量较

大时, 前 p 个观测值的影响可以忽略不计)由下

式给出:

lnL 3 (a , b, Γ, ΡΕ) =

∑
m

j= 1
-

n j - p
2

ln (2Π) - (n j - p ) lnΡΕ -

1
2ΡΕ

2∑
n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) ) 2 -

∑
n j

i= p + 1
ln I (b, tj i) (38)

对式 (38)求偏导,得到求解 a , b, Γ和 ΡΕ似然方程

组如下:

5lnL 3 (a , b, Γ, ΡΕ)
5ak

=

-
1

ΡΕ
2∑

m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) ) ×

5y j i

5ak
- Γ1

5y j ( i- 1)

5ak
- ⋯ - Γp

5y j ( i- p )

5ak
= 0

k = 0, 1,⋯, r (39)

5lnL 3 (a , b, Γ, ΡΕ)
5bk

=

-
1

ΡΕ
2∑

m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) )

5y j i

5bk
- Γ1

5y j ( i- 1)

5bk
- ⋯ - Γp

5y j ( i- p )

5bk
-

∑
m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

1
I (b, tj i)

5I (b, tj i)
5bk

= 0

k = 0, 1,⋯, s (40)

ΡΕ
2 =

1

∑
m

j= 1

(n j - p )
×

　∑
m

j = 1
∑

n j

i= p + 1

(y j i - Γ1y j ( i- 1) - ⋯ - Γp y j ( i- p ) ) 2

(41)

(Γ1, Γ2,⋯, Γp )′= L - 1
ΓΓ L 0Γ (42)

式中:

L ΓΓ = ( lk l) p×p (43)

L 0Γ = ( l01, l02,⋯, l0p )′ (44)

lk l = ∑
m

j= 1
∑

n j

i= p + 1

y j ( i- k) y j ( i- l) (45)

l0k = ∑
m

j = 1
∑

n j

i= p + 1

y j iy j ( i- k)　 (46)

4. 3　自相关系数的确定

　　相关系数A R (p )过程的自相关系数 Θk , k=

1, 2,⋯, p ,可以通过求解尤尔—瓦尔克方程[7 ]得

到:

(Θ1, Θ2,⋯, Θp )′= L - 1
ΘΘL 0Θ (47)

式中:

L ΘΘ = ( lk l) p×p (48)

L 0Θ = ( l01, l02,⋯, l0p )′ (49)

lk l = Γk- l + Γk+ l - ∆(k = l)

k, l = 1, 2,⋯, p (50)

l0k = - Γk

k = 1, 2,⋯, p (51)

式中当 k- lΦ 0时, Γk- l= 0; 当 k+ l> p 时, Γk+ l=

0。当 k> p 时,自相关系数Θk 可由下式递推求得:

Θk = Γ1Θk- 1 + Γ2Θk- 2 + ⋯ + Γp Θk- p

　　　k = p + 1, p + 2,⋯ (52)

Ρ2
0 =

ΡΕ
2

1 - Γ1Θ1 - Γ2Θ2 - ⋯ - Γp Θp
(53)

相关系数A R (p )过程的自相关系数 Θk , k= 1, 2,

⋯ ,也可以通过总体谱[1 ]求得:

Ρ2
0 =∫

Π

- Π
S Y (Ξ) d Ξ　 　 (54)

Θk =
1
Ρ2

0∫
Π

- Π
S Y (Ξ) ejΞk d Ξ

k = 1, 2,⋯ (55)

式中:

S Y (Ξ) =
ΡΕ

2

2Π×

(1 - Γ1e- jΞ - Γ2e- j 2Ξ - ⋯ - Γp e- jp Ξ) - 1 ×

(1 - Γ1ejΞ - Γ2ej 2Ξ - ⋯ - Γp ejp Ξ) - 1 (56)

　　此外, A R (p )模型的阶数可采用似然比检

验[5 ]、A IC 准则[7 ]或偏相关系数准则[7 ]确定。

对于相关系数M A (q)和A RM A (p , q)过程

的均值 Λ(a , t) ,方差 Ρ2
0 I

2 (b, t)和自相关系数 Θk 的

确定,可以用完全相同的方式进行讨论,这里不再

赘述。

5　相关系数平稳过程谱分析

5. 1　随机项谱密度和趋势项谱密度

　　定义 2　设 C ( t, t+ Σ)为相关系数平稳随机

过程X ( t)的自协方差函数,如果积分

Cθ (Σ) = lim
T→∞

1
2T∫

T

- T
C ( t, t + Σ) d t =

lim
T→∞

1
2T∫

T

- T
Cov[X ( t)X ( t + Σ) ]d t (57)
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存在, 那么称 Cθ (Σ)为相关系数平稳随机过程 X

( t)的平均协方差函数,它表示协方差函数C ( t, t

+ Σ)在时间轴上的平均。

定义 3　设 Cθ (Σ)为相关系数平稳随机过程

X ( t)的平均协方差函数,如果积分

S C (Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
Cθ (Σ) e- jΞΣd Σ (58)

存在,那么称 S C (Ξ)为相关系数平稳随机过程 X

( t)的随机项谱密度。

定理 3　设 S C (Ξ)为相关系数平稳随机过程

X ( t)的随机项谱密度, Cθ (Σ)为 X ( t)的平均协方差

函数, 则 S C (Ξ)和 Cθ (Σ)构成一傅立叶变换对, 即

有:

S C (Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
Cθ (Σ) e- jΞΣd Σ　 (59)

Cθ (Σ) =
1

2Π∫
+ ∞

- ∞
S C (Ξ) ejΞΣd Ξ (60)

　　定义 4　如果积分

M{ (Σ) = lim
T→∞

1
2T∫

T

- T
E [X ( t) ]E [X ( t + Σ) ]d t (61)

存在,那么称M{ (Σ)为相关系数平稳随机过程 X

( t)的平均趋势函数。

定义 5　设M{ (Σ)为相关系数平稳随机过程

X ( t)的平均趋势函数,如果积分

SM (Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
M{ (Σ) e- jΞΣd Σ (62)

存在,那么称 SM (Ξ)为相关系数平稳随机过程 X

( t)的趋势项谱密度。

定理 4　设 SM (Ξ)为相关系数平稳随机过程

X ( t)的趋势项谱密度,M{ (Σ)为 X ( t)的平均趋势

函数,则 SM (Ξ)和M{ (Σ)构成一傅立叶变换对,即

有:

SM (Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
M{ (Σ) e- jΞΣd Σ　 (63)

M{ (Σ) =
1

2Π∫
+ ∞

- ∞
SM (Ξ) ejΞΣd Ξ (64)

　　定理 5　设 S (Ξ)为相关系数平稳随机过程

X ( t)的功率谱密度, S C (Ξ)和 SM (Ξ)分别为 X ( t)

的随机项谱密度和趋势项谱密度,则有:

S (Ξ) = S C (Ξ) + SM (Ξ) (65)

即S C (Ξ)为功率谱密度 S (Ξ)的随机项分量, SM

(Ξ) 为趋势项分量。

5. 2　相关系数平稳正态过程谱密度分析

　　设相关系数平稳正态过程X ( t)的均值为 Λ
(a , t) ,方差为 Ρ2

0 I
2 (b, t)和自相关系数为 Θk (k= 1,

2, ⋯ ) ,它们已由上述方法求得。那么相关系数

平稳正态过程 X ( t)的随机项谱密度 S C (Ξ)、趋势

项谱密度 SM (Ξ)和功率谱密度 S (Ξ)分别由下面

诸式求得:

S C (Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
Ρλ2 (Σ) Θ(Σ) e- jΞΣd Σ (66)

SM (Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
M{ (Σ) e- jΞΣd Σ　　 (67)

S (Ξ) = S C (Ξ) + SM (Ξ)　 　 (68)

式中:

Ρλ2 (Σ) = lim
T→∞

1
2T∫

T

- T
Ρ(b, t) Ρ(b, t + Σ) d t

(69)

M{ (Σ) = lim
T→∞

1
2T∫

T

- T
Λ(a , t) Λ(a , t + Σ) d t

(70)

Θ(Σ)可根据自相关系数 Θk (k= 1, 2,⋯)求得。

5. 3　相关系数平稳过程的时频表示方法

　　为了研究相关系数平稳过程 X ( t)的频谱随

时间变化的规律,下面讨论X ( t)的短时傅立叶变

换 (小波变换可以类似进行)。相关系数平稳过程

X ( t)的短时傅立叶变换的能量分布由下式计算:

P X ( t, Ξ) = E ∫
+ ∞

- ∞
X (Σ)w (Σ- t) e- jΞΣd Σ

2

(71)

式中w (Σ- t)为实函数窗。将相关系数平稳过程

X ( t)的均值 Λ(a , t) ,方差 Ρ2
0 I

2 (b, t)和自相关系数

函数 Θ(Σ)代入得:

P X ( t, Ξ) = P C ( t, Ξ) + PM ( t, Ξ) (72)

式中 P C ( t, Ξ)和 PM ( t, Ξ) 分别对应于 X ( t)的随

机项和趋势项的能量分布,由下式给出:

P C ( t, Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
Cθ ( t, Σ) e- jΞΣd Σ (73)

PM ( t, Ξ) =∫
+ ∞

- ∞
M{ ( t, Σ) e- jΞΣd Σ (74)

Cθ ( t, Σ) =∫
+ ∞

- ∞
Θ(Σ) Ρ(b, t1) Ρ(b, t1 + Σ)

w ( t1 - t)w ( t1 + Σ- t) d t1 (75)

M{ ( t, Σ) =∫
+ ∞

- ∞
Λ(a , t1) Λ(a , t1 + Σ)

w ( t1 - t)w ( t1 + Σ- t) d t1 (76)

6　线性系统的输出

　　对于定常的线性系统,当输入为相关系数平

稳过程X ( t)时,其输出过程 Z ( t)的均值 ΛZ ( t)、方

差 Ρ2
Z ( t)、相关函数 R Z ( t, t+ Σ) 、谱密度 S Z (Ξ)和
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互相关函数R X Z ( t, t+ Σ)、互谱密度 S X Z (Ξ)分别由

下面诸式给出:

　　ΛZ ( t) =∫
+ ∞

0
ΛX ( t - Κ) h (Κ) d Κ (77)

Ρ2
Z ( t) =∫

+ ∞

0∫
+ ∞

0
Θ(Κ2 - Κ1) ΡX ( t - Κ1)

ΡX ( t - Κ2) h (Κ1) h (Κ2) d Κ1d Κ2 (78)

R Z ( t, t + Σ) = 　　　　　　　　　 　　　

∫
+ ∞

0∫
+ ∞

0
R X ( t - Κ1, t + Σ- Κ2) h (Κ1) h (Κ2) d Κ1d Κ2

= C Z ( t, t + Σ) + ΛZ ( t) ΛZ ( t + Σ) (79)

R X Z ( t, t + Σ) =∫
+ ∞

0
R X ( t, t + Σ- Κ) h (Κ) d Κ

= CX Z ( t, t + Σ) + ΛX ( t) ΛZ ( t + Σ) (80)

S Z (Ξ) = S X (Ξ) ×　　　　　

∫
+ ∞

0
h (Κ1) ejΞΚ1d Κ1∫

+ ∞

0
h (Κ2) e- jΞΚ2d Κ2 (81)

S X Z (Ξ) = S X (Ξ)∫
+ ∞

0
h (Κ) e- jΞΚd Κ (82)

C Z ( t, t + Σ) =∫
+ ∞

0∫
+ ∞

0
Θ(Σ+ Κ1 - Κ2) 　

ΡX ( t - Κ1) ΡX ( t + Σ- Κ2) h (Κ1) h (Κ2) d Κ1d Κ2

(83)

CX Z ( t, t + Σ) =∫
+ ∞

0
Θ(Σ- Κ) ΡX ( t) 　

ΡX ( t + Σ- Κ) h (Κ) d Κ (84)

式中: h ( t)为系统输出的脉冲响应函数。

7　结　论

(1) 相关系数平稳过程是工程中常见的一类

随机过程,其均值和方差通常随时间而变化,传统

的平稳过程仅是它的一个特例。本文通过一个简

单变换将相关系数平稳过程转变成传统的平稳随

机过程进行研究,并建立了相关系数平稳随机过

程时域分析方法,详细讨论了工程上常用的情况。

(2) 提出了相关系数A R (p ) ,M A (q)和A R 2
M A (p , q)序列的概念,建立了相关系数平稳序列

分析方法,详细讨论了相关系数A R (p )序列的极

大似然估计。

(3) 提出了相关系数平稳过程随机项谱密度

和趋势项谱密度的概念,给出了功率谱密度与它

们之间的关系式,建立了相关系数平稳过程谱分

析方法。研究了相关系数平稳过程的频谱随时间

变化的规律,讨论了相关系数平稳过程的时频表

示方法。

( 4) 对于定常的线性系统,建立了当输入为

相关系数平稳过程时,其输出过程的均值、方差、

相关函数、谱密度和互相关函数、互谱密度的计算

公式。

(5) 本文方法首先充分发挥在时域可以进行

全程分析,具有信息量大、精度高的优点,确定出

相关系数平稳过程的均值函数、方差函数和相关

系数函数,然后再对其进行傅里叶变换、短时傅里

叶变换或小波变换,给出相关系数平稳过程的谱

密度。

( 6) 在性能测试中应用表明,采用本文方法

只要测定一个样本函数就能够对产品性能的均值

和方差进行估计,与传统的需要测定一组样本函

数的成组试验法相比,在精度相同的情况下可以

节省大量试验经费和时间。
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